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Abstrak. Barisan 𝑈-eksak merupakan perumuman dari barisan eksak yang diperkenalkan oleh Davvaz dan 
Parnian-Garamaleky. Dalam tulisan ini akan dikaji perumuman dari Lemma Snake dan Lemma Lima yang 
memanfaatkan sifat-sifat dari barisan 𝑈-eksak.  
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Abstract. 𝑈-exact sequences was introduced by  Davvaz dan Parnian-Garamaleky as a generalization of exact 
sequences. In this paper, we give some characterizations and properties of 𝑈-exact sequences. We use these result 
to find a generalization of Snake Lemma and Five Lemma. 
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PENDAHULUAN 
Diasumsikan 𝑅 adalah ring asosiatif 
dengan elemen identitas dan semua 𝑅-modul adalah 
𝑅-modul unital. Barisan  0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  
disebut barisan eksak pendek jika 𝐼𝑚 𝑓 = ker(𝑔). 
Barisan 0 → ℤ𝑝
𝑓
→ ℤ𝑝𝑞
𝑔
→ ℤ𝑞 → 0 merupakan salah 
satu contoh barisan eksak pendek. Secara umum 
barisan 𝑅-modul dan 𝑅-homomorfisma ⋯  
→  𝑀𝑖−1  
𝑓𝑖
→ 𝑀𝑖  
𝑓𝑖+1
→   𝑀𝑖+1  →   ⋯  disebut eksak di 
𝑀𝑖 jika Im (𝑓𝑖) = 𝑘𝑒𝑟(𝑓𝑖+1)  atau  Im (𝑓𝑖) =
𝑓𝑖+1
−1({0}). Apabila sebarang submodul 𝑈𝑖−1 dari 
𝑀𝑖−1 disubstitusikan  pada submodul {0}, Davvaz 
dan Parnian- Garamaleky pada tahun 1999 
memperkenalkan konsep dari barisan 𝑈-eksak yang 
memperumum definsi barisan eksak. Konsep 
barisan 𝑈-eksak banyak digunakan secara luas 
dalam Teori Ring dan Modul, Teori Grup, Teori 
Homologi, Aljabar Topologi, dan Teori Kompleks.  
Barisan 𝑅-modul dan 𝑅-homomorfisma 
⋯  →  𝑀𝑖−1  
𝑓𝑖
→ 𝑀𝑖  
𝑓𝑖+1
→   𝑀𝑖+1  →   ⋯  disebut 
𝑈𝑖+1-eksak di 𝑀𝑖 jika  Im (𝑓𝑖) = 𝑓𝑖+1
−1(𝑈𝑖+1). Dari 
definisi ini diperoleh bahwa barisan eksak pendek 
0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0 merupakan barisan {0}-eksak 
di 𝐴,  𝑈-eksak di  𝐵, dan  {0}-eksak di  𝐶, atau 
sederhananya disebut  𝑈-eksak. Akibat lain yang 
diperoleh dari definisi barisan 𝑈-eksak adalah 
barisan  0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  adalah  𝑈-eksak jika 
dan hanya jika  𝑓  injektif,  𝑔  surjektif, dan  Im(𝑓) =
𝑔−1(𝑈). Misalnya barisan 0 → 2ℤ → ℤ → ℤ4 → 0 
merupakan barisan ℤ4-eksak. 
Jika 𝑀 adalah  𝑅-modul dan 𝑈  adalah 
submodul dari  𝑀, maka barisan 0 → 𝑈
⊆
→𝑀
𝑖
→𝑀 → 0  adalah barisan  𝑈-eksak. Selanjutnya, jika 
𝑈  dan  𝑉  adalah submodul-submodul dari  𝑀 
sedemikian hingga  𝑉 ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑀, maka barisan 0 →
𝑈
⊆
→𝑀
𝜋
→𝑀/𝑉 → 0 adalah barisan  𝑈/𝑉-eksak 
dimana  𝜋  adalah homomorfisma natural. Barisan 
𝑈-eksak 0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  disebut eksak jika 
dan hanya jika  𝑈 = {0} sehingga barisan 𝑈-eksak 
merupakan perumuman dari barisan eksak.  
Dalam tulisan ini diawali dengan definisi dan 
karakterisasi dari barisan 𝑈-eksak. Selanjutnya 
dikaji perumuman Lemma Snake dan Lemma Lima 
yang memanfaatkan karakterisasi dari barisan 𝑈-
eksak. Karakterisasi dari barisan 𝑈-eksak diambil 
dari [2], pembuktian Lemma Snake dan Lemma 
Lima dapat dilihat di [1] dan [5], sedangkan 
perumuman Lemma Snake dan Lemma Lima 
merujuk pada [3] dan [4]. 
 
PEMBAHASAN 
 
Definisi 1. Barisan dari dari 𝑅-modul dan 𝑅-
homomorfisma 
⋯  →  𝑀𝑖−1  
𝑓𝑖
→ 𝑀𝑖  
𝑓𝑖+1
→   𝑀𝑖+1  →   ⋯ 
disebut barisan 𝑈𝑖+1-eksak di  𝑀𝑖 jika  Im (𝑓𝑖) =
𝑓𝑖+1
−1(𝑈𝑖+1), dimana  𝑈𝑖+1  adalah submodul dari 
𝑀𝑖+1. 
 
Definisi 2.  Barisan  𝑈-eksak  0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  
isomorfis dengan barisan  𝑈′-eksak  0 → 𝐴′
𝑓′
→𝐵′
𝑔′
→ 𝐶′ → 0  jika terdapat diagram komutatif dari  𝑅-
homomorfisma: 
 
 
0  𝐴  𝐵  𝐶  0  
𝐴′ 𝐵′  𝐶′ 0 0  
𝛾  𝛽  𝛼  
𝑓  𝑔  
𝑔′  𝑓′  
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sedemikian hingga  𝛼,  𝛽,  dan  𝛾  adalah 
isomorfisma. 
 
Teorema 3.  Isomorfisma dari barisan  𝑈-eksak 
merupakan relasi ekuivalen. 
Bukti. Harus ditunjukkan isomorfisma dari barisan  
𝑈-eksak dan  𝑈′-eksak merupakan relasi refleksif, 
simetris, dan transitif. Dengan mengambil  𝛼, 𝛽,
dan  𝛾  berupa pemetaan identitas, jelas  𝛼,  𝛽,  dan  
𝛾  merupakan ismorfisma. Sehingga diperoleh 
ismorfisma dari barisan  𝑈-eksak memenuhi sifat 
refleksif. Selanjutnya, misalkan barisan  𝑈-eksak  
0 → 𝐴
𝑓
→ 𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  isomorfis dengan barisan  𝑈′-
eksak  0 → 𝐴′
𝑓′
→ 𝐵′
𝑔′
→ 𝐶′ → 0, maka terdapat 
diagram komutatif  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
sedemikian hingga  𝛼,  𝛽,  dan  𝛾  adalah 
isomorfisma. Karena 𝛼,  𝛽,  dan  𝛾  adalah 
isomorfisma, maka terdapat  𝛼−1,  𝛽−1,  dan  𝛾−1  
yang juga adalah isomorfisma. Sehingga barisan  𝑈′-
eksak  0 → 𝐴′
𝑓′
→ 𝐵′
𝑔′
→ 𝐶′ → 0  isomorfis dengan 
barisan  𝑈-eksak  0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0 atau 
ismorfisma dari barisan  𝑈-eksak memenuhi sifat 
simetris. Tinggal ditunjukkan ismorfisma dari 
barisan  𝑈-eksak memenuhi sifat transitif. Misalkan 
misalkan barisan  𝑈-eksak  0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  
isomorfis dengan barisan  𝑈′-eksak  0 → 𝐴′
𝑓′
→𝐵′
𝑔′
→ 𝐶′ → 0  dan barisan  𝑈′-eksak  0 → 𝐴′
𝑓′
→ 𝐵′
𝑔′
→ 𝐶′ → 0  isomorfis dengan barisan  𝑈′′-eksak  0 →
𝐴′′
𝑓′′
→ 𝐵′′
𝑔′′
→ 𝐶′′ → 0 sehingga terdapat diagram 
komutatif 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
sedemikian hingga  𝛼,  𝛽,  𝛾, 𝛼′,  𝛽′,  dan  𝛾′  adalah 
isomorfisma. Dengan memilih 𝛼 ∘ 𝛼′,  𝛽 ∘ 𝛽′, dan  
𝛾 ∘ 𝛾′  yang juga merupakan isomorfisma, diperoleh 
barisan  𝑈-eksak  0 → 𝐴
𝑓
→𝐵
𝑔
→ 𝐶 → 0  isomorfis 
dengan barisan  𝑈′′-eksak  0 → 𝐴′′
𝑓′′
→ 𝐵′′
𝑔′′
→ 𝐶′′ →
0. Sehingga ismorfisma dari barisan  𝑈-eksak 
memenuhi sifat transitif. 
 
Teorema 4. Jika barisan  𝑈-eksak  dan  𝑈′-eksak 
isomorfis, maka  𝑈 ≅ 𝑈′. 
Bukti. Diberikan barisan  𝑈-eksak  dan  𝑈′-eksak 
isomorfis, maka terdapat diagram komutatif 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
sedemikian hingga  𝛼,  𝛽,  dan  𝛾  adalah 
isomorfisma. Untuk menunjukkan  𝑈 ≅ 𝑈′, cukup 
ditunjukkan  𝛾(𝑈) = 𝑈′. Ambil sebarang  𝑥 ∈ 𝛾(𝑈), 
sehingga terdapat  𝑢 ∈ 𝑈  sehingga  𝑥 = 𝛾(𝑢). 
Karena  𝑢 ∈ 𝑈  dan baris pertama merupakan 
barisan  𝑈-eksak, maka  𝑔−1(𝑢) ⊆ 𝑔−1(𝑈) = Im 𝑓  
sehingga  𝑔𝑔−1(𝑢) ⊆ 𝑔𝑓(𝐴). Akibatnya,  𝑢 ∈
𝑔𝑓(𝐴), yaitu terdapat  𝑎0 ∈ 𝐴  sedemikian hingga  
𝑢 = 𝑔𝑓(𝑎0). Perhatikan bahwa,  
𝑥 = 𝛾(𝑢) = 𝛾(𝑔𝑓(𝑎0)) = (𝛾𝑔)𝑓(𝑎0) =
(𝑔′𝛽)𝑓(𝑎0) = 𝑔
′(𝛽𝑓)(𝑎0) 
 = 𝑔′(𝑓′𝛼)(𝑎0) = (𝑔
′𝑓′)(𝛼(𝑎0)) 
Akibatnya,  𝑥 ∈ 𝑔′𝑓′(𝐴′) ⊆ 𝑈′  atau  𝛾(𝑈) ⊆ 𝑈′. 
Selanjutnya, ambil  𝑦 ∈ 𝑈′. Karena  𝑔′  epimorfisma, 
maka terdapat  𝑏 ∈ 𝐵′  sehingga 𝑔′(𝑏) = 𝑦  atau  
𝑏 = 𝑔′−1(𝑦). Mengingat baris kedua merupakan 
barisan  𝑈′-eksak, yaitu Im 𝑓′ = 𝑔′−1(𝑈′), maka 
terdapat  𝑎 ∈ 𝐴  sehingga  𝑏 = 𝑓′(𝑎). Karena  𝛾  dan  
𝛽 adalah  isomorfisma, maka  𝑦 = 𝑔′(𝑏) =
𝑔′𝑓′(𝑎) = 𝑔′ 𝛾−1𝑔′(𝑓′(𝑎)) =. Sehingga  𝑦 =
𝛾(𝑔𝛽−1(𝑏)) = (𝛾𝑔)(𝛽−1(𝑏)) = 𝑔′𝛽(𝛽−1(𝑏)) =
𝑔′(𝑏). 
 
Lemma 5 (Lemma Lima).  Diberikan diagram 
komutatif dari  𝑅-modul homomorfisma berikut 
dimana setiap baris merupakan barisan eksak: 
 
 
 
 
 
 
 
0  𝐴  𝐵  𝐶  0  
𝐴′ 𝐵′  𝐶′ 0 0  
𝛾  𝛽  𝛼  
𝑓  𝑔  
𝑔′  𝑓′  
0  𝐴  𝐵  𝐶  0  
𝐴′ 𝐵′  𝐶′ 0 0  
𝛾  𝛽  𝛼  
𝑓  𝑔  
𝑔′  𝑓′  
𝐴′′ 𝐵′′  𝐶′′  0  0  
𝑓′′  𝑔′′  
𝛼′  𝛽′  𝛾′  
0  𝐴  𝐵  𝐶  0  
𝐴′ 𝐵′  𝐶′ 0 0  
𝛾  𝛽  𝛼  
𝑓  𝑔  
𝑔′  𝑓′  
𝐴5  𝐴4
4  
𝐴3  𝐴2  𝐴1  
𝐵4 𝐵3  𝐵2 𝐵1 𝐵5  
𝛼4  
𝑓5 𝑓4 𝑓3 𝑓2 
𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 
𝛼5  𝛼3  𝛼2  𝛼1  
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(i) Jika  𝛼2, 𝛼4  adalah monomorfisma dan  𝛼5  
epimorfisma, maka  𝛼3  adalah 
monomorfisma. 
(ii) Jika  𝛼2,  𝛼4  adalah epimorfisma dan  𝛼1  
adalah monomorfisma, maka  𝛼3  adalah 
epimorfisma. 
(iii) Jika  𝛼5  adalah epimorfisma, 𝛼1  
monomorfisma, 𝛼2, 𝛼4  adalah isomorfisma, 
maka  𝛼3  juga isomorfisma. 
 
Lemma 6 (Perumuman Lemma Lima).  Diberikan 
diagram komutatif dari  𝑅-modul homomorfisma 
berikut dengan baris pertama adalah  𝑈-eksak di  𝐴2,  
𝑉-eksak di  𝐴3  dan  {0}-eksak di  𝐴4, dan baris 
kedua adalah  {0}-eksak di  𝐵2,  𝑈′-eksak di  𝐵3  dan  
𝑉′-eksak di  𝐵4 : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(iv) Jika  𝛼2, 𝛼4  adalah monomorfisma dan  𝛼5  
epimorfisma, maka  𝛼3  adalah 
monomorfisma. 
(v) Jika  𝛼2,  𝛼4  adalah epimorfisma dan  𝛼1  
adalah monomorfisma, maka  𝛼3  adalah 
epimorfisma. 
(vi) Jika  𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5  adalah isomorfisma, 
maka  𝛼3  juga isomorfisma. 
 
Bukti. 
(i) Akan ditunjukkan  𝛼3  adalah 
monomorfisma. Ambil  𝑥 ∈ Ker 𝛼3. Berarti  
𝛼3(𝑥) = 0. Karena  0 = 𝑔3𝛼3(𝑥) =
𝛼2𝑓3(𝑥), maka  𝑓3(𝑥) ∈ Ker 𝛼2 = 0. 
Akibatnya,  𝑥 ∈ Ker 𝑓3 ⊆ 𝑓3
−1(𝑈) = Im 𝑓4. 
Sehingga, terdapat  𝑦 ∈ 𝐴4  sedemikian 
hingga  𝑓4(𝑦) = 𝑥. Perhatikan bahwa :  0 =
𝛼3(𝑥) = 𝛼3𝑓4(𝑦) = 𝑔4𝛼4(𝑦). Akibatnya,  
𝛼4(𝑦) ∈ Ker 𝑔4 ⊆ 𝑔4
−1(𝑈′) = Im 𝑔5. 
Berarti terdapat  𝑧 ∈ 𝐵5  sehingga  𝑔5(𝑧) =
𝛼4(𝑦). Mengingat  𝛼5  epimorfisma, maka 
terdapat  𝑤 ∈ 𝐴5  sehingga  𝛼5(𝑤) = 𝑧. 
Selanjutnya,  𝛼4(𝑦) = 𝑔5(𝑧) = 𝑔5𝛼5(𝑤) =
𝛼4𝑓5(𝑤)  atau  𝛼4(𝑦 − 𝑓5(𝑤)) = 0. Karena  
𝛼4  monomorfisma, maka  𝑦 − 𝑓5(𝑤) = 0  
atau  𝑦 = 𝑓5(𝑤). Dengan memanfaatkan  
{0}-eksak pada  𝐴4  diperoleh  𝑥 = 𝑓4(𝑦) =
𝑓4𝑓5(𝑤) = 0. Dengan demikian  𝛼3  adalah 
monomorfisma. 
(ii) Akan ditunjukkan  𝛼3  adalah epimorfisma. 
Ambil sebarang  𝑥 ∈ 𝐵3, maka dimiliki  
𝑔3(𝑥) ∈ 𝐵2. Karena  𝛼2  epimorfisma, maka 
terdapat  𝑦 ∈ 𝐴2  sehingga  𝛼2(𝑦) = 𝑔3(𝑥). 
Mengingat  baris kedua {0}-eksak di 𝐵2, 
diperoleh 0 = 𝑔2𝑔3(𝑥) = 𝑔2𝛼2(𝑦) =
𝛼1𝑓2(𝑦). Sehingga, 𝑓2(𝑦) ∈ Ker 𝛼1 = 0. 
Akibatnya,  𝑦 ∈ Ker 𝑓2 ⊆ 𝑓2
−1(𝑈) = Im 𝑓3, 
yaitu terdapat  𝑧 ∈ 𝐴3  sedemikian hingga  
𝑓3(𝑧) = 𝑦. Selanjutnya,  𝛼2(𝑦) = 𝛼2𝑓3(𝑧) =
𝑔3𝛼3(𝑧) = 𝑔3(𝑥)  karena  𝛼2(𝑦) = 𝑔3(𝑥). 
Sehingga,  𝑔3(𝛼3(𝑧) − 𝑥) = 0  atau  
𝛼3(𝑧) − 𝑥 ∈ Ker 𝑔3 ⊆ 𝑔3
−1(𝑈′) = Im 𝑔4, 
yaitu terdapat  𝑎 ∈ 𝐵4  sedemikian hingga  
𝛼3(𝑧) − 𝑥 = 𝑔4(𝑎). Dilain pihak, 𝛼4  adalah 
epimorfisma, yaitu terdapat  𝑏 ∈ 𝐴4  
sehingga  𝛼4(𝑏) = 𝑎. Selanjutnya,  𝑔4(𝑎) =
𝑔4𝛼4(𝑏) = 𝛼3𝑓4(𝑏) = 𝛼3(𝑧) − 𝑥  karena  
𝛼3(𝑧) − 𝑥 = 𝑔4(𝑎). Akibatnya,  𝛼3(𝑓4(𝑏) −
𝑧) = 𝑥, yaitu  𝛼3  adalah epimorfisma. 
Dengan memanfaatkan (i) dan (ii)  diperoleh 
langsung  𝛼3  juga isomorfisma. 
 
Lemma 8 (Perumuman Lemma Snake). Misalkan 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
adalah diagram komutatif sedemikian hingga 
(1) Baris pertama adalah  𝑈′-eksak dan baris 
kedua adalah  𝑈-eksak. 
(2) 𝑊 ⊆ Im 𝛼 
(3) 𝑈 ⊆ Im γ 
(4) 𝑔(𝑉) ⊆ 𝑈,  𝑓(𝑊) = 𝑉 
(5) 𝑈′ ⊆ 𝛾−1(𝑈) 
Maka terdapat homomorfisma  𝜔 ∶
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
 ⟶
Coker α  sedemikian hingga barisan : 
𝛼−1(𝑊)   
𝑓∗
′
→  𝛽−1(𝑉)  
𝑔∗
′
→  
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
  
𝜔
→   Coker α
  
𝑓∗
′
→  Coker β  
𝑔∗
′
→   Coker γ 
eksak. 
Bukti. Ambil 𝑥 ∈ 𝑔′(𝛽−1(𝑉)), maka terdapat 𝑦 ∈
𝑉 sedemikian hingga 𝑔′(𝛽−1(𝑦)) = 𝑥. Karena 𝑦 ∈
𝑉 maka 𝑔(𝑦) ∈ 𝐶, dan 𝑔(𝑉) ⊆ 𝑈 mengakibatkan 
𝑔(𝑦) ∈ 𝑈. Sehingga 𝛾−1(𝑔(𝑦)) ∈ 𝛾−1(𝑈). 
Akibatnya 𝑔′(𝛽−1(𝑦)) = 𝛾−1(𝑔(𝑦)) ∈ 𝛾−1(𝑈). 
Sehingga 𝑔′(𝛽−1(𝑉)) ⊆ 𝛾−1(𝑈). Dengan cara yang 
sama dapat ditunjukkan 𝑓′(𝛼−1(𝑊)) ⊆ 𝛽−1(𝑉). 
Akibatnya terbentuk barisan: 
𝛼−1(𝑊)   
𝑓′|
𝛼−1(𝑊)
→        𝛽−1(𝑉)  
𝑔′|
𝛽−1(𝑉)
→      𝛾−1(𝑈) 
𝐴5  𝐴4
4  
𝐴3  𝐴2  𝐴1  
𝐵4 𝐵3  𝐵2 𝐵1 𝐵5  
𝛼4  
𝑓5 𝑓4 𝑓3 𝑓2 
𝑔2 𝑔3 𝑔4 𝑔5 
𝛼5  𝛼3  𝛼2  𝛼1  
𝐴′  𝐵′  𝐶′  0  
𝐴 𝐵  𝐶 0  
𝛾  𝛽  𝛼  
𝑓′  𝑔′  
𝑔  𝑓  
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Dibentuk homomorfisma kanonik 𝜋 ∶  𝛾−1(𝑈) ⟶
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
. Misalkan 𝑓∗
′ = 𝑓′|𝛼−1(𝑊) dan 𝑔∗
′ =
𝜋𝑔′|𝛽−1(𝑉) sehingga diperoleh barisan: 
(I) 𝛼−1(𝑊)
  
𝑓∗
′
→  𝛽−1(𝑉)  
𝑔∗
′
→  
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
  
Dilain pihak, dari 𝑓 dan 𝑔 dapat dibentuk 
homomorfisma 𝑓∗ ∶
𝐴
𝐼𝑚 𝛼
⟶
𝐵
𝐼𝑚 𝛽
  dengan 𝑓∗(𝑎 +
𝐼𝑚 𝛼) = 𝑓(𝑎) + 𝐼𝑚 𝛽, dan 𝑔∗ ∶
𝐵
𝐼𝑚 𝛽
⟶
𝐶
𝐼𝑚 𝛾
 
dengan 𝑔∗(𝑏 + 𝐼𝑚 𝛽) = 𝑔(𝑏) + 𝐼𝑚 𝛾. Sehingga 
diperoleh barisan: 
(II)
 
𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝛼 
𝑓∗
→𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝛽
𝑔∗
→𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟 𝛾 
Selanjutnya akan ditunjukkan terdapatnya 
homomorfisma 𝜔 ∶   
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
  ⟶   Coker α  yang 
menghubungkan barisan (I) dan (II). Misalkan 𝑧 +
𝑈′ ∈  
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
. Pilih 𝑏′ ∈ 𝐵′ sehingga 𝑔′(𝑏′) = 𝑧. 
Karena 𝑔𝛽(𝑏′) = 𝛾𝑔′(𝑏′) = 𝛾(𝑧) ∈ 𝑈, maka 
𝛽(𝑏′) ∈ 𝑔−1(𝑈). Mengingat barisan (II) eksak, 
maka 𝛽(𝑏′) ∈ 𝐼𝑚 𝑓. Akibatnya terdapat dengan 
tunggal 𝑎 ∈ 𝐴 sedemikian hingga 𝛽(𝑏′) = 𝑓(𝑎) dan 
𝑎 = 𝑓−1𝛽(𝑏′). Didefinisikan 𝜔(𝑧 + 𝑈′) = 𝑎 +
𝐼𝑚 𝛼. Misalkan 𝑏′′ ∈ 𝐵′ dengan 𝑔′(𝑏′′) = 𝑧, maka 
terdapat 𝑎′ ∈ 𝐴 sedemikian hingga 𝛽(𝑏′′) = 𝑓(𝑎′). 
Dari 𝑔′(𝑏′) = 𝑧 dan 𝑔′(𝑏′′) = 𝑧, diperoleh 𝑔′(𝑏′ −
𝑏′′) = 0. Akibatnya 𝑏′ − 𝑏′′ ∈ Ker 𝑔′ ⊆
𝑔′−1(𝑈′) = 𝐼𝑚 𝑓′, sehingga terdapat ?̅? ∈ 𝐴′ dengan 
𝑏′ − 𝑏′′ = 𝑓′(?̅?). Karena 𝛽𝑓′(?̅?) = 𝑓𝛼(?̅?), 
diperoleh 𝛽(𝑏 − 𝑏′′) = 𝑓𝛼(?̅?) yang berakibat 
𝑓(𝑎 − 𝑎′) = 𝑓𝛼(?̅?). Mengingat 𝑓 monomorfisma, 
maka 𝑎 − 𝑎′ = 𝛼(?̅?) ∈ 𝐼𝑚 𝛼. Akibatnya 𝑎 +
𝐼𝑚 𝛼 = 𝑎′ + 𝐼𝑚 𝛼, yaitu 𝜔 terdefinisi dengan baik. 
Tinggal ditunjukkan keeksakan   
𝛼−1(𝑊)   
𝑓∗
′
→  𝛽−1(𝑉)  
𝑔∗
′
→  
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
  
𝜔
→   Coker α
  
𝑓∗
′
→  Coker β  
𝑔∗
′
→   Coker γ 
 
Langkah 1 : Akan ditunjukkan 𝐼𝑚 𝑓∗
′ = Ker 𝑔∗
′ . 
Ambil 𝑏′ ∈ Ker 𝑔∗
′ . Berarti 𝑔∗
′(𝑏′) = 0 + 𝑈′ 
sehingga diperoleh 𝑔′(𝑏′) ∈ 𝑈′. Akibatnya 𝑏′ ∈
𝑔′−1(𝑈′). Karena baris (I) eksak, terdapat 𝑥 ∈ 𝐴′ 
sehingga 𝑏′ = 𝑓′(𝑥). Karena 𝑓∗
′ = 𝑓′|𝛼−1(𝑊), 
tinggal ditunjukkan 𝑥 ∈ 𝛼−1(𝑊). Perhatikan 
bahwa: 𝑓𝛼(𝑥) = 𝛽𝑓′(𝑥) = 𝛽(𝑏′). Karena 𝑏′ ∈
𝛽−1(𝑉), maka 𝛽(𝑏′) ∈ 𝑉. Akibatnya 𝑓𝛼(𝑥) ∈ 𝑉. 
Dilain pihak 𝑓(𝑊) = 𝑉 dan 𝑓 monomorfisma, maka 
𝛼(𝑥) ∈ 𝑊 atau 𝑥 ∈ 𝛼−1(𝑊). Akibatnya Ker 𝑔∗
′ ⊆
𝐼𝑚 𝑓∗
′. Selanjutnya, ambil 𝑎 ∈ 𝐼𝑚 𝑓∗
′ berarti terdapat 
𝑥 ∈ 𝛼−1(𝑊) sehingga 𝑓∗
′(𝑥) = 𝑎 atau 𝑓′|𝛼−1(𝑊) =
𝑎, 𝑓′(𝑥) = 𝑎. Akibatnya 𝑎 ∈ 𝐼𝑚 𝑓′ = 𝑔′−1(𝑈′), 
yaitu 𝑔′(𝑎)  ∈ 𝑈′. Sehingga 𝐼𝑚 𝑓∗
′ ⊆ Ker 𝑔∗
′ , 
dengan kata lain 𝐼𝑚 𝑓∗
′ = Ker 𝑔∗
′ . 
Langkah 2 : 𝐼𝑚 𝑔∗
′ = Ker 𝜔. 
Ambil 𝑥 ∈ 𝐼𝑚 𝑔∗
′  terdapat 𝑏′ ∈ 𝛽−1(𝑉) sehingga 
𝑔′(𝑏′) + 𝑈′ = 𝑥. Selanjutnya 𝜔(𝑥) = 𝜔(𝑔′(𝑏′) +
𝑈′) = 𝑓−1𝛽 (𝑔′−1(𝑔′(𝑏′))) + 𝐼𝑚 𝛼 = 𝑓−1𝛽(𝑏′) +
𝐼𝑚 𝛼. Karena 𝑏′ ∈ 𝛽−1(𝑉) maka 𝛽(𝑏′) ∈ 𝑉. 
Mengingat 𝑓(𝑊) = 𝑉 dan 𝑓 monomorfisma maka 
𝑓−1𝛽(𝑏′) ∈ 𝑊 ⊆ 𝐼𝑚 𝛼. Akibatnya 𝜔(𝑥) ∈ 𝐼𝑚 𝛼 
sehingga 𝑥 ∈ Ker 𝜔. Jadi 𝐼𝑚 𝑔∗
′ ⊆ Ker 𝜔. Ambil 
𝑦 = 𝑐′ + 𝑈′ ∈ Ker 𝜔 dengan 𝑐′ ∈ 𝛾−1(𝑈) berarti 
𝜔(𝑐′ + 𝑈′) = 𝐼𝑚 𝛼 atau 𝑓−1𝛽 (𝑔′−1(𝑐′)) +
𝐼𝑚 𝛼 ∈ 𝐼𝑚 𝛼. Sehingga terdapat 𝑥 ∈ 𝐴′ sedemikian 
hingga 𝛽 (𝑔′−1(𝑐′)) = 𝑓𝛼(𝑥) = 𝛽𝑓′(𝑥).  
Akibatnya 𝛽 (𝑔′−1(𝑐′) − 𝑓′(𝑥)) = 0 yaitu 
𝑔′−1(𝑐′) − 𝑓′(𝑥) ∈ Ker β ⊆ 𝛽−1(𝑉). Sehingga 
𝑔∗
′ (𝑔′−1(𝑐′) − 𝑓′(𝑥)) = 𝜋𝑔′ (𝑔′−1(𝑐′) −
𝑓′(𝑥)) = 𝑔′ (𝑔′−1(𝑐′) − 𝑓′(𝑥)) + 𝑈′ = 𝑐′ + 𝑈′ =
𝑦. Akibatnya Ker 𝜔 ⊆ 𝐼𝑚 𝑔∗
′ . Dengan demikian 
𝐼𝑚 𝑔∗
′ = Ker 𝜔. 
Langkah 3 : 𝐼𝑚 𝜔 = Ker 𝑓∗. 
Ambil 𝑥 ∈ 𝐼𝑚 𝜔 yaitu terdapat 𝑐′ + 𝑈′ ∈
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
 
sehingga 𝜔(𝑐′ + 𝑈′) = 𝑥. Perhatikan bahwa: 
𝑓−1𝛽 (𝑔′−1(𝑐′)) + 𝐼𝑚 𝛼 = 𝑥, 
𝑓∗ [𝑓−1𝛽 (𝑔′−1(𝑐′)) + 𝐼𝑚 𝛼] = 𝑓∗[𝑥],  
𝛽 (𝑔′−1(𝑐′)) + 𝐼𝑚 𝛽 = 𝑓∗(𝑥). Sehingga 𝑥 ∈ Ker 
𝑓∗ atau 𝐼𝑚 𝜔 ⊆ Ker 𝑓∗. Selanjutnya misalkan 𝑦 =
𝑎 + 𝐼𝑚 𝛼 ∈ Ker 𝑓∗ berarti 𝑓∗(𝑎 + 𝐼𝑚 𝛼) = 𝐼𝑚 𝛽 
atau 𝑓(𝑎) + 𝐼𝑚 𝛽 = 𝐼𝑚 𝛽, sehingga 𝑓(𝑎) ∈ 𝐼𝑚 𝛽. 
Akibatnya terdapat 𝑏′ ∈ 𝐵′ sedemikian hingga 
𝛽(𝑏′) = 𝑓(𝑎). Mengingat 𝑔𝛽 = 𝛾𝑔′ diperoleh 
𝛾𝑔′(𝑏′) ∈ 𝑈. Akibatnya, 𝑔′(𝑏′) ∈ 𝛾−1(𝑈) sehingga 
𝜔(𝑔′(𝑏′) + 𝑈′) = 𝑓−1𝛽(𝑏′) + 𝐼𝑚 𝛼 = 𝑎 +
𝐼𝑚 𝛼 = 𝑦. Diperoleh Ker 𝑓∗ ⊆ 𝐼𝑚 𝜔 sehingga Ker 
𝑓∗ = 𝐼𝑚 𝜔. 
Langkah 4 : 𝐼𝑚 𝑓∗ = Ker 𝑔∗. 
Misalkan 𝑓∗(𝑎 + 𝐼𝑚 𝛼) ∈ 𝐼𝑚 𝑓∗, maka 𝑔∗𝑓∗(𝑎 +
𝐼𝑚 𝛼) = 𝑔𝑓(𝑎) + 𝐼𝑚 𝛾. Karena 𝑔𝑓(𝑎) ∈ 𝑈 ⊆
𝐼𝑚 𝛾 maka 𝑔∗𝑓∗(𝑎 + 𝐼𝑚 𝛼) ∈ 𝐼𝑚 𝛾. Akibatnya 
𝑓∗(𝑎 + 𝐼𝑚 𝛼) ∈ Ker 𝑔∗, yaitu 𝐼𝑚 𝑓∗⊆ Ker 𝑔∗. 
Selanjutnya ambil 𝑏 + 𝐼𝑚 𝛽 ∈ Ker 𝑔∗, berarti 
𝑔∗(𝑏 + 𝐼𝑚 𝛽) = 𝑔(𝑏) + 𝐼𝑚 𝛾 ∈ 𝐼𝑚 𝛾. Sehingga 
terdapat 𝑐′ ∈ 𝐶′ sedemikian hingga 𝑔(𝑏) = 𝛾(𝑐′). 
Karena 𝑔′ epimorfisma, maka 𝑔(𝑏) = 𝛾𝑔′(𝑏′) =
𝑔𝛽(𝑏′). Ini berakibat 𝑔(𝑏 − 𝛽(𝑏′)) = 0 atau 𝑏 −
𝛽(𝑏′) ∈ Ker 𝑔 ⊆ 𝑔−1(𝑈) = 𝐼𝑚 𝑓. Sehingga 
terdapat 𝑎 ∈ 𝐴 sedemikian hingga 𝑏 + 𝐼𝑚 𝛽 =
𝑓(𝑎) + 𝐼𝑚 𝛽 = 𝑓∗(𝑎 + 𝐼𝑚 𝛼), yaitu Ker 
𝑔∗⊆𝐼𝑚 𝑓∗. Dengan demikian 𝐼𝑚 𝑓∗ = Ker 𝑔∗. 
 
Akibat 9.  Misalkan 
 
 
 
 
𝐴′  𝐵′  𝐶′  0  
𝐴 𝐵  𝐶 0  
𝛾  𝛽  𝛼  
𝑓′  𝑔′  
𝑔  𝑓  
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adalah diagram komutatif sedemikian hingga 
(1) Baris pertama adalah  𝑈′-eksak dan baris 
kedua adalah  𝑈-eksak. 
(2) 𝑈′ ⊆ 𝛾−1(𝑈)  dan  𝑈 ⊆ Im γ. 
Maka barisan : 
Ker 𝛼   
𝑓∗
′
→  Ker 𝛽  
𝑔∗
′
→  
𝛾−1(𝑈)
𝑈′
  
𝜔
→   Coker α
  
𝑓∗
′
→  Coker β  
𝑔∗
′
→   Coker γ 
eksak. 
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